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О СЛОЖНОСТИ РЕШЕТОК КВАЗИМНОГООБРАЗИЙ 

ОДНОЭЛЕМЕНТНЫХ СИСТЕМ СЧЕТНОЙ СИГНАТУРЫ 

 
Аннотация. Изучение известной проблемы Биркгофа-Мальцева о нахождении полной структурной 

характеризации решеток, изоморфных решеткам квазимногообразий, для конкретных классов алгебраических 

систем представляет несомненный интерес и заслуживает внимания. В настоящей работе характеризуется 

сложность строения решеток квазимногообразий с различных точек зрения. Рассмотрены две меры сложности 

решеток квазимногообразий: Q-универсальность и невычислимость множества всех их конечных подрешеток. 

Изучена взаимосвязь между ними. Проведено исследование сложности строения решеток квазимногообразий 

одноэлементных систем счетной сигнатуры, содержащей лишь одноместные предикатные (константные) 

символы.Найдено нетривиальное тождество, истинное на решетках квазимногообразий одноэлементных систем 

счетной сигнатуры, содержащей лишь одноместные предикатные (константные) символы. Установлено, что 

существует континуум не Q-универсальных квазимногообразий одноэлементных систем счетной сигнатуры, 

содержащей лишь одноместные предикатные (константные) символы, таких что множества всех конечных 

подрешеток их решеток квазимногообразий невычислимы. 

Ключевые слова: решетка, квазимногообразие, решетка квазимногообразий, сложность решетки 

квазимного образий, Q-универсальность, невычислимое множество. 

 

Введение 

В настоящейработе рассматривается сложностьстроения решетокквазимногообразий 

одноэлементных систем счетной сигнатуры, содержащей лишь одноместные предикатные 

[константные, соответственно] символы.Исследование сложности данных решеток 

квазимногообразий проводится на предмет наличия у них свойства Q-универсальностии свойства 

невычислимости (множества всех их конечных подрешеток).Напомним, что понятие Q-

универсальностибыло введено М.В. Сапиром еще в 1985 г. в работе [1]. Квазимногообразие  

называется Q-универсальным, если для любого квазимногообразия  конечной сигнатуры решетка 

 является гомоморфным образом некоторой подрешетки в решетке  [1].В этом случае 

решетка квазимногообразий также называется Q-универсальной.К настоящему 

временинайденоочень много различных Q-универсальных квазимногообразий и число таких 

примеров постоянно растет [1–3; 4, с. 274].Другой мерой сложности строения решеток 

квазимногообразий является иррациональность (свойство не вычислимости множества всех их 

конечных подрешеток).Эта концепция сложности была введена К. Херрманном в 2007 г. и означает 

отсутствие алгоритма, который по заданной конечной решетке определял бы, вложима эта решетка в 

рассматриваемую решетку квазимногообразий или нет.Квазимногообразия с таким свойством их 

решеток квазимногообразий будем также называть иррациональными. Примеры иррациональных 

квазимногообразий были построены в работах [2, 3, 5, 6]. Более того, в работе [3] показано, что 

любое Q-универсальное квазимного образие  систем конечной сигнатуры содержит подкласс , 

такой что множество всех конечных подрешеток решетки  невычислимо.  

В работе [5] была установлена связь между этими двумя свойствами, упомянутыми выше; 

доказано, что класс  всех систем сигнатуры  является Q-универсальным тогда и только тогда, 

когда он содержит иррациональный подкласс  Автором найдены примеры иррациональных 

квазимногообразий, которые, тем не менее, не являются Q-универсальными. А именно, установлено, 
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что существует континуум квазимногообразий  одноэлементных систем счетной сигнатуры, 

содержащей лишь одноместные предикатные [константные] символы, таких что множества всех 

конечных подрешеток решеток квазимногообразий  невычислимы, но, тем не менее, не 

являющихся Q-универсальными, см. теоремы 2 и 3. 

2 Основные определения и обозначения 

Напомним некоторые определения и общепринятые обозначения. За всеми понятиями, не 

определенными здесь, мы отсылаем читателя к книге В.А. Горбунова [4].Через  мы обозначаем 

множество натуральных чисел. Частично упорядоченное множество  называется нижней 

полурешеткой, если любые два элемента имеют точную нижнюю грань  [4, с. 9]. 

Двойственным образом определяется верхняя полурешетка [4, с. 9]. Частично упорядоченное 

множество  называется решеткой, если оно одновременно является верхней и нижней 

полурешеткой [4, с. 10]. Решетка  называется полной, если любое подмножество имеет 

точную верхнюю и точную нижнюю грани [4, с. 11]. Для нижней полурешетки обозначим 

через решетку всех нижних подполурешеток в . Для любых двух подполурешеток 

множество 

 

 
 

является наименьшей нижней подполурешеткой в , содержащей ; т.е. решеточным 

объединением  и  в  [3]. 

Алгебраической системой сигнатуры  называется параааааааа , состоящая из непустого 

множества , называемого носителем или основным множеством системы , и сигнатуры 

.Сигнатурой называется множество , состоящее из функциональных, предикатных и константных 

символов, т.е. 

. 

 

Алгебраические системы мы обозначаем рукописными буквами, а их носители – курсивными 

прописными буквами.Алгебраическая система сигнатуры  называется предикатной, если  не 

содержит функциональных символов, и алгеброй, если  не содержит предикатных символов[4, с. 2]. 

Запись 

 
 

означает, что система  является подпрямым произведением семейства систем , 

.Запись  означает, что предложение  истинно на системе .Все рассматриваемые 

классы алгебраических систем мы считаемабстрактными [4, с. 6]. Обозначим через  класс всех 

систем сигнатуры ; через класс всех систем из , изоморфных подпрямым произведениям 

систем из ; через  класс всех систем из , изоморфных подсистемам систем из  [4, с. 24]. 

Пусть Класс , аксиоматизируемый с помощью некоторого множества квазитождеств 

сигнатуры , называется квазимногообразием [4, с. 15]. Множество всех подквазимногообразий 

квазимногообразия , упорядоченное по включению, образует полную решетку, которая называется 

решеткой к вазимного образий  и обозначается  [4, с. 205]. Также нам потребуются следующие 

утверждения. 

Теорема 1 [5, теорема 5.3].Существует квазимногообразие  одноэлементных систем 

счетной сигнатуры , состоящей только из одноместных предикатных [константных] символов, 

такое что множество всех конечных подрешеток решетки  невычислимо.  

 

Лемма 1[2, утверждение 5.2] Пусть  и – множества, первое из которых вычислимо. Если 

множество  невычислимо, то множество  также невычислимо. 
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3 Основныетеоремы 

Мы исследуем сложность строения решеток квазимногообразий одноэлементных систем 

счетной сигнатуры, содержащей лишь одноместные предикатные [константные] 

символы.Квазимногообразия одноэлементных систем счетной сигнатуры, состоящей из одноместных 

предикатных [константных] символов, рассматривались в работах [5, 7].Покажем, например, как 

определяется одноэлементная система для случая, когда счетная сигнатурaaaaaaaaaaaaaaa состоит только из 

одноместных предикатных символов, т.е. . Тогда для любого множества  

обозначим через  систему сигнатуры такую, что в том и только в том случае, если 

. Для любого множества выполнено равенство . 

Результат теорем 2 и 3 имеет место вследствие того, что нами установлена выполнимость 

нетривиального теоретико-решеточного тождества  на решетках квазимногообразий 

одноэлементных систем счетной сигнатуры, содержащей лишь одноместные предикатные 

[константные] символы; и с учетом теоремы 1 и леммы 1. 

 

Теорема 2.Существует континуум иррациональных квазимногообразий одноэлементных 

систем счетной сигнатуры, состоящей только из одноместных предикатных символов, которые, 

тем не менее, не являются Q-универсальными. 

 

Теорема 3.  Существует континуум иррациональных квазимногообразий одноэлементных 

систем счетной сигнатуры, состоящей только из константных символов, не являющихся Q-

универсальными. 

 

Теоремы 2 и 3 доказаны нами без использовании методологии AD-классов. Идея 

доказательства этих теоремодинакова. Используя теорему 1 и лемму 1, показываем, что существует 

квазимногообразие одноэлементных систем счетной сигнатуры, содержащей лишь одноместные 

предикатные [константные] символы, такое, что множество всех конечных подрешеток решетки 

 невычислимо. Затем устанавливаем выполнимость нетривиального теоретико-решеточного 

тождества  на решетке квазимногообразий одноэлементных систем счетной сигнатуры, 

содержащей лишь одноместные предикатные [константные] символы.Тем самым показываем, что это 

квазимногообразие  не является Q-универсальным; поскольку хорошо известно, чтоQ-

универсальные решетки квазимногообразий не удовлетворяют никакому нетривиальному тождеству 

[4, с. 273].Учитывая тот факт, что число невычислимых подмножеств счетного множества 

континуально,получаем утверждения теорем 2 и 3. 

Далее приведем только доказательство теоремы 2. Теорема 3 доказывается аналогично. 

 

Доказательство теоремы 2. Пусть множество  невычислимое и пусть , 

,–конечная нижняя полурешетка типа "корона", см. рисунок 1. 

 

 
Рис. 1. Конечная нижняя полурешетка типа «корона» 

 

В ходе доказательства теоремы 1установлено[5, c. 1120], что существует квазимногообразие  

одноэлементных систем счетной сигнатуры, содержащей лишь одноместные предикатные символы, 

такое что , где – конечная нижняя полурешетка с наибольшим 

элементом типа "корона" (см. рисунок 2); –решетка всех нижних подполурешеток в , 

содержащих наибольший элемент . 
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Рис. 2. Конечная нижняя полурешетка с наибольшим элементом типа «корона» 

 

С учетом того факта, что  для любого ,заключаем, что 

существует квазимногообразие  одноэлементных систем счетной сигнатуры, содержащей лишь 

одноместные предикатные символы, такое что 

 

 .

  

Согласно [6, лемма 17], решетка  подпрямо неразложима для любого . Согласно 

[6, лемма 18] решетка  вложима в  тогда и только тогда, когда  (для любых 

). Пусть 

 

 и . 

 

Тогда , поскольку решетка  вложима в  в точности 

тогда, когда , и, следовательно, решетка  вложима в  тогда и только тогда, 

когда , т.е. . Таким образом, решетка такова, что множество всех ее 

конечных подрешеток невычислимо, согласно лемме 1. 

Покажем, что решеткаа  для любого множества  удовлетворяет 

нетривиальному тождеству .Укажем способ построения тождества . Рассмотрим 

тождество ,похожее на тождество , котороебыло определено в работе [8]: 

 

  

где решеточные термы от переменных , ,…, , ,…, определены следующим 

образом: 

 

,  

 

 

,  

 

 

,  , 

 

,  , 

 

, , 

 

, 

, 

 

 

Тождество  (при ) имеет вид: 
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или  

 .
 

 

Покажем, что решетка  для любого  удовлетворяет тождеству . Согласно [8, 

лемма 5.2], следующие неравенства выполняются в каждой решетке ( ): 

 

 , . 

Если , то 

, . 

 

Тогдааа . Осталось доказать, что . Все термы 

 

, , , , , ,  

 

интерпретируем как подполурешетки "короны" – соответственно 

 

, , , , , , . 

 

Пусть произвольно взятый элемент  лежит в . Тогда , с одной стороны, лежит в , 

которая является подполурешеткой в , а, с другой стороны, - в . Если элемент  

лежит в , то найдутся элементы  и , такие что . Если 

 или , то 

. 

 

Таким образом,  лежит в . 

Если пересечение строгое: , , , то из условия  следует, 

что элемент , с одной стороны, лежит в , которая является подполурешеткой в , а, с другой 

стороны, - в . Если элемент  лежит в , то найдутся элементы  и 

, такие что . Если  или , то 

 

. 

 

Тогда, если  и , где  и , то элемент 

 лежит в . 

Если вновь пересечение строгое: , , , то из условия , 

следует, что элемент , с одной стороны, лежит в , которая является подполурешеткой в , а, с 

другой стороны, - в . Если элемент  лежит в , то найдутся элементытытытытытытытытытытыты  

и , такие, что . Если  или , то 

 

. 

 

Тогда, если  и , где , аааааа  и , где 

, , то элемент  лежит в . 

Когда пересечение строгое: , , , получим, что  и 

, где , а  и , где ,  и , где 

 и . Получим цепь 

 ( , , ) 
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длины 3 (см. рисунок 3), чего не может быть, поскольку в «короне»  длина максимальной 

цепи равна 2. 

 
 

Рис. 3. Получившаяся цепь длины три в «короне»  

 

Таким образом, для любого  удовлетворяет тождеству . Тогда, поскольку 

тождества мультипликативно устойчивы [9, с. 189], решетка  тоже будет 

удовлетворять .Следовательно,  будет выполняться и на , т.к. тождественные соотношения 

устойчивы относительно перехода к подсистемам [9, с. 189]. Q-универсальные решетки 

квазимногообразий не удовлетворяют никакому нетривиальному решеточному тождеству [4, с. 

273].Таким образом, построенноеквазимногообразие  одноэлементных систем счетной сигнатуры, 

содержащей лишь одноместные предикатные символы, не является Q-универсальным. Число 

невычислимых подмножеств  счетного множества  континуально. Поэтому 

будет справедливо утверждение теоремы 2. Теорема 2 доказана. 

 

Теоремы 2 и 3 указывают на факт существования иррациональных, но, тем не менее, не Q-

универсальных квазимногообразий алгебраических систем. Отметим, что результат теорем 2 и 3 

остается справедливым и для классов одноэлементных систем счетной сигнатуры, содержащей лишь 

одноместные предикатные [константные] символы, не являющихся квазимногообразиями. Данный 

результат будет следовать из [3, теорема 3.4], [6, лемма 3] и того факта, что найденное нами 

нетривиальное решеточное тождество , будет истинно на решетках (относительных) 

квазимногообразий для указанных классов. 
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Луцак С.М. 

Есептілік сигнатурасының бір элементтік жүйелердің квазикөпбейне торлардың күрделілігі 

туралы 

Түйіндеме. Биркгоф-Мальцевтің квазикөпбейне торларына изоморфты торлардың толық құрылымдық 

сипаттамасын табу туралы əйгілі проблемасымен танысу, алгебралық жүйелерінің нақты класстары үшін 

күмəнсіз мүдде тудырады жəне назар алуға тұрарлық. Осы жұмыста əртүрлі көзқараспен квазикөпбейне 

торлары құрылысының күрделілігі сипатталады. Квазикөпбейне торлары күрделілігінің екі өлшемі 

қарастырылған: Q-əмбебаптылығы жəне олардың соңғы бағынышты торларының барлық жиынтығының 

есептелмейтіні. Олардың арасындағы байланысы зерттелді. Бір ғана орындық предикаттық (константалық) 

символдары бар есептілік сигнатурасының бір элементтік жүйелерінің квазикөпбейне торлары күрделілігіне 

зерттеу жасалды, бір ғана орындық предикаттық (константалық) символдары бар есептілік сигнатурасының бір 

элементтік жүйелерінің квазикөпбейне торларында ақиқат тревиалдық емес тепе-теңдігі табылды. Бір ғана 

орындық предикаттық (константалық) символдары бар есептілік сигнатурасының бір элементтік жүйелерінің 

квазикөпбейне Q-əмбебап емес континуумының болуы анықталды, олардың квазикөпбейне торларының барлық 

соңғы бағынышты торлар жиынтығы есептелмейді. 

Түйін сөздер:тор, квазикөпбейне, квазикөпбейне тор, квазикөпбейне тордың күрделілігі, Q-əмбебаптық, 

есептелмейтін жиын. 

 

Lutsak S.М. 

On the complexity of quasivariety latticesof one-element structures of countable signature 

Summary. The study of the Birkhoff-Mal'tsev problem, about the finding a complete structural characterization 

of lattices which are isomorphic to quasivariety lattices, for a certain class of algebraic structures is of a great interest 

and deserves attention. In this work we characterize the complexity of the structure of quasivariety lattices with various 

points of view. We consider two complexity measures of the structure of quasivariety lattice: Q-universality and non-

computability of the set of it finite sublattices. We study the relationship between them. We explore the complexity of 

the structure of quasivariety lattices of one-element structures of countable signature consisting of unary relation 

(constant) symbols only. We find a non-trivial identity holding in quasivariety lattices of one-element structures of 

countable signature consisting of unary relation (constant) symbols only. It is proved that there are continuum many 

quasivarieties of one-element structures of countable signature, consisting of unary relation (constant) symbols only, 

such that the sets of all finite sublattices of their quasivariety lattices are not computable, but which are not Q-universal. 

Key words: lattice, quasivariety, quasivariety lattice, quasivariety lattice complexity, Q-universality, non-

computable set. 
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МЕТОД БАЛАНСИРОВКИ НАГРУЗКИ НА КЛАСТЕРЕ 

 
Аннотация. Рассматриваются вопросы организации рациональной параллельной работы в 

высокопроизводительном вычислительном кластере. С помощью специального приложения определяется 

процент загруженности каждого узла кластера, после чего мало загруженные узлы объединяются в 

группы.Разработано приложение для запуска задач в группах, объединяющих мало загруженные узлы. 

Ключевые слова: кластер, загруженность узла, MPI, machinefile. 

 

Введение. Исследования в области параллельных, в том числе кластерных, вычислений 

расширяются с каждым годом.Кластерная система или кластерпредставляет собой совокупность 

вычислительных узлов, объединенных высокоскоростными каналами связи, составляющих единый 

вычислительный ресурс. Кластеры используются в вычислительных целях, в частности в научных 

исследованиях. Основное предназначение вычислительного кластера – выполнение большого объема 

расчетов, с которым не справляются современные персональные компьютеры. По архитектуре 

кластер относится к системам с распределенной памятью, при этом каждый узел кластера в 

отдельности представляет собой систему с общей памятью. Основная характеристика 

вычислительного кластера – производительность вычислений, которая измеряется числом операций в 
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